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Общая характеристика работы

А к ту ал ьн о сть  тем ы . К ак известно, одним из современных и бурно 
развивающихся направлений математической физики является струнная 
теория. В основе создания теории единого поля лежит динамическая теория 
р-адических открытых и открыто-замкнутых струн (с длинной 10-33 см). 
Физические задачи, описывающие динамику р-адических открыто-замкнутых 
струн, сводятся к исследованию некоторых классов нелинейных псевдо­
дифференциальных уравнений. Д ля конкретных модельных задач этой 
теории возникает необходимость изучения специальных классов граничных 
задач для интегральных уравнений типа свертки на всей прямой (или в 
М” , п  > 1) со степенной нелинейностью и с ядром, имеющим гауссовское 
распределение. Соответствующие граничные условия для указанных выше 
уравнений, как правило, задаются на ±то. Эти предельные значения (на 
±то) являются частными решениями указанных нелинейных уравнений. В 
литературе такие (частные) решения принято называть вакуумами (см. [2], 
[4], [7]). Одной из главных задач в этом направлении является построение 
нетривиальных монотонных и ограниченных решений между вакуумами 
(между тривиальными решениями). Применение известных классических 
принципов о неподвижных точках к рассматриваемым уравнениям не дает 
желаемых результатов из-за сложной структуры исследуемых нелинейных 
операторов. Поэтому для каждого конкретного класса исследуемых 
граничных задач возникает необходимость в разработке новых подходов 
построения нетривиальных физических решений. Немаловажными являются 
также изучение интегральной асимптотики построенных решений и вопрос 
единственности в том или ином подклассе ограниченных и монотонных 
функций.

Впервые в 1997 году Л.Г. Арабаджяном исследовано интегральное 
уравнение типа Гаммерштейна с разностными четными ядрами на полуоси 
(см. [1]).

Далее Н.Б. Енгибаряном получен общий принцип неподвижной точки 
для некомпактных нелинейных операторов (см. [6]). Данный результат был 
применен для одного класса нелинейных интегральных уравнений типа 
Урысона.

В работах В.С. Владимирова, Я.И. Арефьевой, И.В. Воловича, 
Я.И. Воловича, Б. Драговича и Л.В. Жуковской были изучены вопросы 
существования непрерывных знакопеременных и ограниченных решений 
конкретных частных классов однородных нелинейных интегральных
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уравнений со степенной нелинейностью. В частности, в работе [2] предложен 
специальный итерационный процесс для построения численного решения. 
Однако вопрос единственности таких решений, а также вопрос исследования 
соответствующих уравнений с общими ядрами и общей (выпуклой или 
вогнутой) монотонной нелинейностью долгое время оставались открытыми. 
Следует отметить, что соответствующие линейные интегральные уравнения 
(и соответствующие системы таких уравнений) достаточно подробно были 
изучены научной школой Н.Б. Енгибаряна.

В 2018 г. в работе Х.А. Хачатряна (см. [13]) была рассмотрена 
вышеуказанная граничная задача со степенной нелинейностью и с 
общим суммируемым на К ядром, обладающим свойством четности и 
монотонности на полуоси. В данной работе доказаны теоремы существования 
и единственности знакопеременного монотонного непрерывного и 
ограниченного решения. Из этих результатов, как частный случай, следует 
теорема В.С. Владимирова и Я.И. Воловича о существовании роллинговых 
решений (см. [2]). Более того, в данной работе решена открытая проблема 
единственности таких решений.

Далее Х.А. Хачатряном была рассмотрена граничная задача для 
одномерного интегрального уравнения типа свертки с почти кубической 
нелинейностью на всей прямой (см. [11]). В этой работе с помощью 
специальных итерационных методов и априорных оценок (для интегральных 
операторов с суммарно-разностными ядрами) построено однопараметрическое 
семейство нетривиальных знакопеременных и ограниченных решений. В 
работах Х.А. Хачатряна исследована также интегральная асимптотика 
построенных решений (см. [11]-[13]). В частности, доказано, что разности 
между решением и ее пределами на ±то являются суммируемыми функциями.

Х.А. Хачатряном и его соавторами исследованы также более общие 
интегральные уравнения с монотонной и выпуклой нелинейностью (см. [11]- 
[14], [16], [17], [18]).

Настоящая диссертационная работа посвящена исследованию 
соответствующих систем нелинейных интегральных уравнений, а 
также вопросу построения нетривиальных решений для многомерных 
интегральных уравнений с общей выпуклой нелинейностью. Такие 
системы более естественно описывают соответствующий физический 
процесс в динамической теории р-адических открыто-замкнутых
струн. Соответствующие дискретные аналоги указанных уравнений 
возникают также в математической теории пространственно-временного 
(географического) распространения эпидемии (см. [9], [15], [19], [20], [21]).
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Исходя из вышеизложенных фактов можно считать, что тематика 
диссертационной работы является весьма актуальной.

Ц ел ь  раб о ты . Основной целью настоящей диссертации является:

• доказательство конструктивных теорем существования для некоторых 
систем интегральных уравнений с кубической нелинейностью на всей 
прямой.

• построение п —параметрических семейств нетривиальных ограниченных 
непрерывных решений для некоторых классов нелинейных многомерных 
интегральных уравнений типа свертки.

• изучение асимптотических свойств полученных решений в 
бесконечности.

• исследования соответствующих дискретных аналогов указанных 
уравнений.

М ето д ы  и ссл ед о ван и я . В работе использовались методы теории 
интегральных уравнений типа свертки, специальные итерационные методы, 
методы построения инвариантных конусных отрезков для соответствующих 
нелинейных операторов, методы теории функции вещественной переменной, 
методы нелинейного анализа, методы теории примитивных матриц.

Н ау ч н ая  н о ви зн а . Все результаты, полученные в диссертации, являются 
новыми, обоснованны строгими математическими доказательствами.

П р а к т и ч е с к а я  зн ач и м о сть . Результаты, полученные в диссертационной 
работе, имеют теоретический и практический интерес. Они могут быть 
использованы в задачах динамической теории р-адических открыто­
замкнутых струн, в математической теории пространственно-временного 
(географического) распространения эпидемии.

О сновн ы е п о л о ж ен и я , вы н о си м ы е н а  защ и ту . На основе 
проведенных исследований автором выносятся на защиту следующие 
положения:

• доказаны теоремы существования нетривиальных ограниченных 
непрерывных решений для некоторых систем нелинейных интегральных 
уравнений со степенной нелинейностью,

• доказана теорема единственности в определенном классе ограниченных 
функций,

5



• доказано существование п —параметрического семейства нетривиальных 
ограниченных решений для одного класса нелинейных многомерных 
интегральных уравнений типа свертки и исследованы их 
асимптотическое поведение,

• построено покомпонентно положительное решение в пространстве 
для некоторых нелинейных бесконечных дискретных уравнений с 
матрицами Теплица-Ганкеля,

• доказаны теоремы существования и единственности для одного класса 
бесконечных систем нелинейных уравнений в теории распространения 
эпидемии.

А п р о б ац и я  п о л у ч ен н ы х  р езу л ьтато в . Основные результаты 
диссертации докладывались на международной конференции "VIII 
Российско-Армянское Совещание по математической физике, комплексному 
анализу и смежным вопросам" (МИАН, г. Москва, 2019г.), на годичной 
конференции Армянского математического союза, ЕрГУ, 2017г., на семинарах 
отдела методов математической физики Института Математики НАН 
Армении, на семинаре кафедры дифференциальных уравнений Ереванского 
Государственного Университета, на семинарах кафедры Высшей математики 
и физики Армянского Национального Аграрного Университета.

П у б л и к ац и и . Материалы диссертации опубликованы в 4 печатных 
работах в рецензируемых журналах, входящих в перечень ВАК и в двух 
сборниках тезисов конференций.

С т р у к т у р а  и об ъем  д и ссер тац и и . Диссертация состоит из введения, 
трех глав, содержащих 16 параграфов, заключения и списка цитируемой 
литературы, включающего в себе 86 наименований. Общий объем диссертации 
составляет 92 страниц.

Содержание работы

В о в вед ен и и  обоснована актуальность диссертационной работы, 
аргументирована научная новизна исследований, показана практическая 
значимость полученных результатов и изложено краткое содержание 
диссертации.

П е р в а я  гл а в а  диссертации посвящена исследованию одной системы 
нелинейных интегральных уравнений типа свертки на всей прямой с
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кубической нелинейностью:

П р

а / ( ж )  +  (1 -  а* )/*(ж) =  ^  /  К у  (ж -  ^)/д- (4) Л, ж € М, г =  1, 2 , . . . , п  (1)
^  к

относительно искомой непрерывной и ограниченной вектор-функции 
/ (ж) =  (/х(ж), / 2(ж),. . . , / п(ж))т  (Т — знак транспонирования) в
предположении, что а* € (0, 1] (г =  1, 2, . . . ,  п) — числовые параметры, а ядра 
К у  ( ж) — определенные на множестве М четные функции, удовлетворяющие 
следующим условиям:

К у  (-ж ) =  К*,- (ж), ж > 0, К*,- (4) > 0, 4 € М, г,^ =  1, 2, . . . ,п ,  (2)

К у  € ^ (М ) П См(М), ау  = j  Ку(*)й£, А =  ( а * , у
к

г(А) =  1, Ку(ж) ^ по ж на М+ := [0, +то), г,^ =  1, 2,.
(3)

Здесь г (А) — спектральный радиус матрицы А, а См  (М) — пространство 
непрерывных ограниченных функций на множестве М.

Исследуемая система (1) возникает в динамической теории р —адических 
открыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов.

Следует отметить, что в том частном случае, когда п = 1 ,  а ядро из 
себя представляет гауссовское распределение, соответствующее (1) скалярное 
уравнение с граничными условиями / (±то) =  ±1 было исследовано в 
работе [7]. В этой работе были построены нетривиальные знакопеременные 
и ограниченные решения отмеченной задачи.

В недавней работе Х.А. Хачатряна (см. [11]) данный результат (при п =  1) 
был обобщен на случай общих четных и консервативных ядер К.

В §1.1 введены некоторые обозначения и приведены необходимые 
вспомогательные факты. Согласно теореме Перрона для матрицы А 
существует вектор п =  (пъ П2, . . . ,  Пп)Т с положительными координатами: 
П* > 0, г = 1, 2, . . . ,  п такой, что

п

53 ау пу =  п*,
у=1

г =  1, 2, (4)

Обозначим

П* = 1, 1, 2,
ш т  п*1<*<п

(5)

п.

п.

п* г п.

Нижеприведенная лемма играет ключевую роль для формулировки основного 
результата.
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Л е м м а  1.1. Пусть ядра {К ц (х)}’г <̂=п1 удовлетворяют условиям  (2) и (3). 
Тогда имеют место следующие неравенства:

п х п °°
Е п *  У К ц ( г ) е ^  ^  +  е2р* * Е П  У К ц(г)е- ^  ^  > (1 -  | )  п*,
ц = 1  — ц = 1  

х £

(6)

* =  1, 2 , . . . , п ,

где
Р* = т*п{р1,р2,.. .,р п } > 0, (7)

при этом числа р* определяются из следующих характеристических 
уравнений:

п О

Е п * /  К ц  ( Ф ՜ ^  
ц=! 0

• п*
2 а * 0, * 1 2, . . . ,п . (8)

Приведенная ниже лемма позволяет свести решение системы (1) со 
всей оси к решению соответствующей системы интегральных уравнений на 
положительной полуоси с суммарно-разностными ядрами:

Л е м м а  1.2. Если вектор-функция <р(х) =  (р \ ( х ) ,р 2( х ) , . . .  , р п (х ))Т, 
х  е  М+ являет ся непрерывным и ограниченным решением следующей 
системы нелинейных интегральных уравнений на М+ :

а*р?3(х
п О

(х) +  (1 -  а*)р*(х) = Е  У (К ц (х  -  г) -  К ц (х  + г)) <рц(г) А(х) =  2_^ I ' й « (х  ■
Ц=! 0

* =  1, 2, . . . ,  п, х е  м+,

(9)

то нечетное продолжение этого решения на (-т о , 0)

/*(х)
¥>*(х), если х > 0,

(* =  1, 2 , . . . ,п)
у>*(-х), если х < 0

(10)

являет ся непрерывным и ограниченным решением системы (1).
В §1.2 доказывается один из основных результатов настоящей главы. Имеет 

место следующая
Т ео р ем а 1.1. Пусть ядра {Кц(х)}пЦ=п1 системы (9) удовлетворяют  

условиям  (2) и (3). Тогда для всех а* е  (0,1] (* =  1, 2,..., п) система (9) имеет  
неотрицательное (нетривиальное) непрерывное монотонно неубывающее и 
ограниченное решение <р(х) =  ( ^ ( х ) ,  ^ 2(х ) , . . . ,  ^ п(х))Т, причем справедливы 
следующие двусторонние оценки:

£П*(1 -  е-р *ж) < у>*(х) < п*, * =  1, 2, . . . ,п ,  х е  М+ ,
8



где

е
1

ш т
>/2

1 1
п ! ’ п пП

1

Из теоремы 1.1 следует, что построенное решение системы (9) имеет предел 
при х ^  :

Иш >̂г(х) =  Лг < +то, г =  1, 2 , . . . ,  п.Х^ + ТО
Тогда с использованием известного предельного соотношения для операции 
свертки мы приходим к следующей нелинейной системе алгебраических 
уравнений:

П
аг Лг +  (1 аг ) Лг ^   ̂агзЛз , г 1, 2 , . . . ,п . (11)

3 = 1
В §1.3, в частности, доказывается единственность решения системы (11) 

(см. лемма 1.3).
Доказывается также, что если ядро К  =  (К гз՛ )П*=1, дополнительно, 

обладает свойством симметрии: К гз՛ (х) =  К 3-г(х), х € К, г,з =  1, 2, . . . , п  
то решение системы (9) единственно в следующем классе функций:

Ж  := {<р =  (^  ьу>2, . . . , ^ и )Т : п! > ¥ з (х) > еп! (1 -  е p*x)'), 

х  > 0, Лз -  € ^ 1(К+), з =  1, 2, . . . ,  п}.

В параграфах 1.4 и 1.5 с применением методов теории функций 
вещественной переменной, с помощью некоторых априорных оценок 
доказываются следующие теоремы.

Т ео р ем а 1.2. Пусть выполняются все условия теоремы 1.1. Тогда, если, 
дополнительно, для элементов матрицы  А =  (а ^ )П3=П. имеет место условие:

ш т  а*з
1<г , 3<п

шах агз
1 <г,з<п ■)

1
>

ц з ՝

то для всех аг € (0, 1], г =  1, 2, . . . ,  п система (1) обладает
однопараметрическим семейством непрерывных монотонно неубывающих 
и ограниченных решений { / с (х)} с е к : / с (х) =  ( / С 1(х), / С2(х) , . . . ,  / сп (х))Т , 
причем

И ш / с г (х) Лг , г 1, 2, . . . , n,
Ж^  + ТО

где числа {Лг  }П=1 определяются из системы алгебраических уравнений (11) 
единственным образом.
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Т ео р ем а 1.3. При условиях теоремы 1.2, если, дополнительно,

СЮ

„,(/< ,,) =  / жК, , И ,А <  + » ,  =  1, 2, . . . , » ,
0

то система (1) обладает однопараметрическим семейством непрерывных 
монотонно неубывающих и ограниченных решений { /с(ж)}се к , причем

л ±  / с е  ь ^ ” (м т ),

где Л =  (Л1 , Л2 , . . . ,  Лп)т  — единственное решение системы (11).
В то р ая  гл а в а  диссертации посвящена исследованию следующего класса 

многомерных нелинейных интегральных уравнений типа свертки:

^  (|̂ (ж1 , ...? ЖП  )) J  К 1 (ж1 11 ) .. К п  (жп  7 ...? 1П)^,1П .. .^  ̂17

(1 1,. . . ,1 п ) е  Мп  := М х М х ... х М
(12)

относительно искомой вещественной измеримой и ограниченной на Мп 
функции ^(ж1, ...,1 п). Здесь ^(м) — нечетная и непрерывная на М функция, 
для которой существуют числа п > 0, £ е  (0, п) и а  е  (0, 1) такие, что

A) ^(м ) t  на отрезке [0, п],

B ) 0 < ^(м ) < ам при м е  [0,£],

С) д(п) =  П, причем число п является первым положительным корнем 
функционального уравнения ^(м) =  м.

Ядра {К г(ж)}П=1 определены на множестве М и обладают следующими 
свойствами:

СЮ

А ,М  > 0, ж е  М. / К .(жМж = 1։ '  = 1։ ^ (13)

К  е  1 Ю (М), К ( - ж )  =  К (ж ), х > 0, 
К г(ж) ^ по ж на М+ := [0, +то), г =  1, 2 , » ,

СЮ

т г := J  жКг(ж)йж < +то, г =  1, 2, »  ,

(14)

(15)

где Ь Ю(М) — пространство существенно ограниченных функций на М.

»
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Уравнение, соответствующее системе (12) при п = 1, имеет
непосредственное применение в р-адической теории открыто-замкнутых 
струн. Это уравнение исследовалось, в частности, в [2], [3] и [5]. В работе [2] 
рассматривался частный случай, когда

К  (х)
2

Xе д (и) ир, р > 2 — нечетное число.

Этим уравнением описывается динамика (роллинг) р-адических струн для 
скалярного поля тахионов. В работе [7] уравнение (12) было исследовано в 
том случае, когда

1 _х 2
К (х) =  е 4а , Q(u)  =  аи3 +  (1 — а)и, а € (0, 1].

\/4па

В недавних работах Х.А. Хачатряна (см. [16], [17], [18]) уравнение (12) 
при п =  1 было изучено с общим ядром К (х) и с общей нелинейностью 
Q(u).  Результаты этих работ обобщили соответствующие результаты работ 
В.С. Владимирова и Л.В. Жуковской.

В §2.1 настоящей диссертации приведены некоторые вспомогательные 
факты, которые играют важную роль для формулировки основного 
результата главы 2.

Наряду с уравнением (12) рассматривается следующее 
нелинейное уравнение с суммарно-разностным ядром на множестве 
М+ := М+ х М+ х ... х М+ :

Q (f  (хь  ...,х „ )) д  ) К г (хг +  д  ̂  I /  (՜t l , ..., ^п)^^п . . . ^  1,

(XI, ...,х п ) € М+
(16)

относительно искомой непрерывной на М+ функции / (хр ...,хп).
С помощью следующей леммы уравнение (12) сводится к уравнению (16). 
Л е м м а  2.1. Пусть /  (х1, .. . ,х п) -  непрерывное на М+ решение уравнения 

(16) и

1) / 1(х1, ...,хп)
/ (х1, ...,х п ), если (х1, ...,х п ) € М+,

—/ ( — х ь х2, ...,х п ), если х 1 < 0, (х2, .. . ,х п ) € М+-1 ;

2 ) / 2(х1, ...,хп)

/ 1(х1, ..., хп),

- / 1 ( х 1 , - х 2 , ..., хп ) ,

если х 1 € М, (х2, хз, ..., х п ) € М+ 1, 

если х 1 € М, х 2 < 0,

(х з ,...,х п ) € М+-2 ;
11



Уп—2 (х1 7 •••? Хп ) , (Х1, ...,Хп —2) £ К1—2

П-1) Уп— 1 (х1 , •••? Хп) ^
Хп—1 £ К+, Хп £ К+,

/п —2(х1 ?***Хп —2? Хп—1,Хп)  если

(Х1, ...,Хп — 2) £ Кп—2, Хп—1 < 0, Хп £ К+.

пг(Х)}г=1Тогда, если Q — непрерывная и нечетная функция на К, а ядра |К ։(х)}п 
удовлетворяют условиям  (13)-(15), то нечетное продолжение функции 
/ п—1(х1, х2, .. . ,х п) по переменной хп на ( - т о ,0):

п) ^ (х 1,...,Хп ) =
/п — 1(х1, ...,Хп), если (х1,...,Хп—1) £ Кп 1, Хп £ К+, 
- / п — 1(х1, ..., -Хп), если (х1, ...,х„ — 1) £ Кп—1, Хп < 0

будет непрерывным на Кп решением уравнения (12).
В этом параграфе рассматриваются также следующие характеристические 

уравнения:

/
, а  п

В Д е — =  — , * =  1, 2,... (17)

и доказывается
Л е м м а  2.2. Пусть имеют место условия (13)-(15). Тогда для каждого 

* £ {1,2, ...,п} характеристические уравнения (17) имеют единственные 
положительные решения: р* > 0 .

В §2.2 для уравнения (16) доказываются следующие теоремы.
Т ео р ем а 2.1. При условиях (13) -(15) и А) — С ) уравнение (16) обладает 

нетривиальным и ограниченным решением  / (х1, х2, ...,хп), причем

£(1 -  е Р 1 Х 1  )(1 -  е Р 2 Х 2 )...(1 -  е ) < / (х1, Х2, ..., Хп ) < п,
(Х1,Х2, ...,Хп) £ К'п ,

(18)

где числа р 1,р 2,.. .,р п однозначно определяются из характеристических 
уравнений (17), а числа £ и п — из условий, налагаемых на функцию Q (см.
А) -  С )).

Т ео р ем а 2.2. При условиях теоремы 2.1 построенное решение уравнения 
(16) обладает свойством монотонности по каждому аргументу и является  
непрерывным на К+ по совокупности своих аргументов.

В §2.3 доказывается следующий основной результат главы 2.

если

СО

П
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Т ео р ем а 2.3. При условиях (13) –(15) и А) — С ) уравнение 
(12) обладает п-параметрическим семейством нетривиальных
непрерывных ограниченных по каждому аргументу монотонных решений

,С2 ,...,сп (х 1, х2 : •••: хп )}С1!С2!...!СП̂ М; причем

Иш Иш
| ж 1 | —  ̂+  | Х2 | —  ̂+

Иш ^
| ж „ | — +  О

С 1 , С 2 , ,(Х1,Ж2, 0  =Хс

Ус1, С2, сп е  М, где I := Х1Х2...х„

П, если I > 0, 
П, если I < 0,

З а м еч ан и е  2.3. Прямой проверкой можно убедиться, что уравнение (12) 
наряду с решениями {FСlС2,...Сn(х 1: х 2 , ..., х п ) | С 1 ։ С 2 ։ . . . ։ С п е к  обладает также 
решениями вида Фс 1, с 2 , . . . , сп(х 1 , Х2 , ..., Хп ) =  —Fc1tc2,...,cn (хь  Х2 , ..., Хп ). Этот 
факт сразу следует из нечетности функции Q.

В §2.4 доказывается интегральная асимптотика для построенного решения 
в случае п  =  2 :

Т ео р ем а 2.4. При условиях (13)–(15), А), С ) и

^  / ч аи
0 < Q(u) < +  (1 — а)г

П2

решение ^ (х 1։ х 2) уравнения (12) при п  
свойствами:

3

и е  [0, п]

2 обладает следующими

п ±  ^(+ то , Х2) е  Ь 1(МТ), п ±  ¥>(—ю , Х2) е  Ь 1(М±), 

п ±  у>(х1; +то) е  ь 1(мт ), п ±  ¥>(х1; —то) е  Ь 1(М± ).

В §2.5 приводятся также частные примеры уравнений (12), имеющие 
самостоятельный теоретический и прикладной интерес.

Т р е т ь я  гл а в а  диссертации состоит из двух частей.
П е р в а я  ч аст ь  третьей главы посвящена изучению одного класса 

нелинейных бесконечных систем алгебраических уравнений с матрицами 
типа Теплица-Ганкеля. Рассматривается бесконечная система нелинейных 
алгебраических уравнений вида:

СО СО

хп ^   ̂ап- 3 ̂ 7՜ (х7) I ^   ̂ап+7 hj (хз ) , п 0, 1, 2 . . .  (19)
7=0 7=1

относительно искомого бесконечного вектора x =  (хо, Х1, Х2, . . .  хп, . . .  )Т
(Т — знак транспонирования.)
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В системе (19) А =  (ап—  )^ -=0 и В =  (an+j )О°з=0 — бесконечные матрицы 
Теплица и Ганкеля соответственно. Элементы матриц удовлетворяют 
следующим условиям:

а —  =  aj ; V3 € N и {0}, ап > 0, Vп € Z, (20)
СО СО

^  . аг 3 ау < +ТО, (21)
г= — о  3=0

ап+1 < ап, Vп € N и {0} (22)

а Нз՛ (и) и Н* (и) —  функции со следующими свойствами: 
существуют числа а  € (0, 2] и п € (0, 1) такие, что

*1) при всяком фиксированном j  € N и {0} функции Нз՛ (и) и Н* (и) ^ по и на 
отрезке [Рз՛ (п), 1], где

О

р з (П) =  п У  ат  •?’ € N и { 0 }  (23)
т = 3+1

*2 ) Нз , Н* € с  [рз  (п), 1], 3՛ =  0, 1, 2 , . . . ,

*з ) выполняются следующие неравенства:

0 < Нз  (и) < 1 -  (1 -  и)а , и € [Рз  (п), 1], 3 = 0 , 1 ,  2 , . . . ,  (24)

н*(Рз (п)) > п, Н*(1) < 1, 3 =  0, 1, 2, . . . .  (25)

Указанная система уравнений возникает в динамических задач теории 
переноса излучения в спектральных линиях. Такие системы имеют также 
применения в дискретных задачах кинетической теории газов и в теории р- 
адических струн.

О
В случае, когда V(А) =  ^  з'аз՛ < 0 и выполнены условия (21),

3= - о

(22) при различных ограничениях на {Н3 (и)}°= 0 и {Н*(и)}°= 0 , система (19) 
исследовалась в работах [8], [10], [22].

Сначала §3.1 наряду с системой (19) рассматривается следующая 
бесконечная система со степенной нелинейностью:

О
«п  =  У  (ап - з  -  ап + з )в“ , п € N и {0} (26)

3 = 0

относительно искомого бесконечного вектор £  =  (в0 , «1 , • • •, «п , • • • )Т , 
где последовательность {ап }°= -О  удовлетворяет условиям (20)-(22). Для
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системы (26), имеющей также самостоятельный интерес, доказываются 
следующие вспомогательные теоремы.

Т ео р ем а 3.1. Пусть последовательность {а։}°= _ то удовлетворяет  
условиям  (20) –(22) и а  € (0, 2 ]. Тогда система (26) имеет покомпонентно 
неотрицательное решение Б = (во, в1, . . . ,  вп , . . .  )Т в пространстве 
ограниченных последовательностей. Более того, каждая координата 
вектора Б удовлетворяет следующим неравенствам:

/ 1  +  а,о
1

1 —а

п е ш { о }

*
п

8Цр Т, Е вп Е 1, п € N и {0}, (27)

1 +  ао 
2

1
1 — а

П о

яир '
п е м и { о }

> 0.
*

вп > *п
(28)

Здесь {тП }ТО=о являет ся нетривиальным неотрицательным решением 
уравнения

2 ТО
Тп ~Л ' ^  ' (аз п а3+п)т3, п  0, 1, 2, . . . , (29)1 +  ао —3=п

и Т*0 > 0, по € N.
Т ео р ем а 3.2. При условиях теоремы 3.1 построенное решение Б 

обладает следующим дополнительным свойством: 1 — Б € 11, где
1 =  (1, 1, . . .  1, . . . ) .

В §3.2, используя теоремы 3.1 и 3.2, доказывается один из основных 
результатов главы 3, а именно, справедлива следующая

Т ео р ем а 3.3. При условиях (20)–(22), *1) — *з) система (19) 
имеет покомпонентно положительное решение в пространстве 11, т. е. 
существует вектор x =  (хо, х 1, х 2 , . . . х п , . . .  )Т, координаты которого
удовлетворяют системе (19), причем

ТО
х3- > 0, У] € N и {0} и Е х3՛ < +ТО.

3=о

В §3.3 приведены несколько примеров функций {^3՛ }то=о, {Н*}3?=1,
удовлетворяющих всем условиям основной теоремы 3.3.

В о вто р о й  ч асти  главы 3 рассматривается следующая бесконечная 
система нелинейных алгебраических уравнений:

ТО
Уп =  ^ 2  Ьп-3 д(уз), п € Z (30)

3=-ТО
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относительно искомого бесконечного вектора у =  ( . . . ,  у— 1, у о, У1 , . . .  )т ,
(Т — знак транспонирования).

В системе (30) бесконечная матрица В = (Ъп—,  )ТО,= —ТО удовлетворяет 
следующим условиям:

ТО

Ъп > о, V п е  ^ , ^ 2  Ъп = 1, (31)
п= — т о

т о  т о

|п|Ъп < +го, V(В) = ^ 2  пЪп > о (32)
п=—т о  п=—т о

а для определенной на М+ функции д существует число п > 0 такое, что:

a) д(и) монотонна и непрерывна на [0, п]

д Т на [о, п], д е  с  [о, п],

b ) д(и) выпукла вверх на [0, п] и д(0) =  0, д(п) =  п,

c) существует д (0), причем 1 < д (0) < и

д(и) < д (0)и, и е  [0,п],

ё) существуют е > 0 и с > 0 такие, что д(и) > д (0)и — си1+е, и е  [0, п].

Указанная система возникает в математической теории пространство­
временного распространения эпидемии (см. [9], [19], [20]).

В случае когда Ъ—п =  Ъп система (и ее двумерный аналог) была достаточно 
подробно изучена в работе [14]. В этой работе при некоторых ограничениях на 
нелинейность д построено знакопеременное и ограниченное решение системы. 

В §3.4 приведены некоторые вспомогательные факты.
Введем следующее обозначение: пусть Ь(Х) является дискретным аналогом 

функции Дикмана [20]:

т о

Ь(Л) := д (0) £  Ъ,д—Х], д >  1, Л е  [0, +то). (33)
3 = — то

В §3.5 доказана следующая теорема существования покомпонентно 
положительных решений:

Т ео р ем а 3.4. При условиях (31), (32), а) — й) если существует  
Л0 > 0 такое, что Ь(Л0) < 1, то система (30) имеет ограниченное 
неотрицательное нетривиальное решение у = ( . . . , у —1, у0, у 1, . . .  )т , причем
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• Уп Т по п  £ Z,

• Иш Уп = о, Иш Уп = п,п ^  — то п ^+то
т о

• Е  (п -  Уп) < + ^ -
п=0

В §3.6 доказывается единственность решения (30) в определенном 
конусном отрезке, а именно, справедлива следующая

Т ео р ем а 3.5. При условиях теоремы 3.4 система (30) 
имеет единственное решение в следующем классе бесконечных 
последовательностей:

м  =  {у =  (. . . , У— 1,У0,У1, . . . )Т : Сп < Уп < Уп0), п  £ ^}.

Здесь
Сп := шах{п9СТ0п -  М д(6+ао)п’, 0}, п £ Z,

где
М  > шах сп1+еЬ(5 +  сто)

^  9 (0)(1 -  Ь(сто +  5))
,5 £ (0, ш т  {Ло -  сто, стое})

— параметры, а сто £ (0, Ло) единственным образом определяется из 
характеристического уравнения Ь(Л) =  1.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [1]-[6].
Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю 

д.ф.м. наук, профессору Х.А. Хачатряну за постановку задач и 
многочисленные полезные советы при выполнении работы.
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ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Մ.Հ. Ավետիս] ան
/ՆԱԳԻՆ ՒԱՐԵՈԻ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՈՈՈՇ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ԻՆՏԵԳՐԱԼ

ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐ

Աւրենախոսական աշխատանքը նվիրված է ք՜աղիկ բաց և փակ լարերի դինամիկ 

տեսությունում ծագող որոշ ոչ գծային ինտեգրալ հավասարումների և դրանց 

դիսկրետ անալոգների (հանգույնների) ոաումնասիրությանը: Նշված խնդիրները 

ծագում են նաև համաճարակի տարածա՜ժամանակային (աշխարհագրական) 

տարածման մաթեմատիկական տեսությունում: Դիտարկվող հավասարումների 

կարևոր արանձնահատկություններից են համապատասխան տիրույթների 

անսահմանափակությունը և այդ հավասարումները նկարագրող օպերատորների 

կրիտիկականության հատկությունները (տրիվիալ վակումային լուծումների 

արկայությունը): Հատուկ իտերացիոն մեթոդների միջոցով և փաթեթի տիպի 

ինտեգրալ հավասարումների տեսության կիրառումով ապացուցվել են վերը նշված 

հավասարումների համար գոյության և միակության թեորեմներ, հետազոտվել են 

ստացված լուծումների ասիմպտոպիկ վարքը:

Ատենախոսությունում ստացվել են և պաշտպանության են ներկայացվում հետևյալ 

հիմնական արդյունքները:

• Կիսառանցքի վրա աստիճանային ոչ գծայնությամբ գումարատարբերակային 

կորիզով ինտեգրալ հավասարումների համակարգի համար ստացվել է ոչ 

տրիվիալ անընդհատ և սահմանափակ լուծում:

• Ամբողջ առանցքի վրա աստիճանային ոչ գծայնությամբ ինտեգրալ 

հավասարումների համակարգի համար ապացուցվել է ոչ տրիվիալ, անընդհատ, 

սահմանափակ լուծումների մեկ պարամետրանոց ընտանիքի գոյությունը: 

Նկարագրվել են կառուցված լուծումների մի շարք որակական հատկություններ, 

այդ թվում մոնոտոնությունը, լուծման սահմանի գոյությունը:

• Կենտ սահմանափակ ե մոնոտոն ֆունկցիաների ղասում ապացուցվել է նշված 

ոչ գծային հավասարումների համակարգի լուծման միակությունը:
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• Գումարատարբերակային կորիզով ^  ֊ի վրա որոշ դասի ոչ գծային ինտեգրալ 

հավասարման համար ապացուցվել է ոչ տրիվիալ, սահմանափակ լուծման 

գոյությունը:

• Որոշ դասի փաթեթի տիպի ոչ գծային բազմաչափ ինտեգրալ հավասարման 

համար ապացուցվել է ոչ տրիվիալ, անընդհատ, սահմանափակ լուծումների 

ո-պարամենտրանոց ընտանիքի գոյությունը: ՈՒսումնասիրվել է կառուցված 

լուծումների ինտեգրալ ասիմպտոտիկան: Բերվել են նաև դիտարկված 

հավասարման կիրառություններում հետաքրքրություն ներկայացնող մի շարք 

մասնավոր օրինակներ:

• Տյոպլից-Հանկելի մատրիցներով ոչ գծային հանրահաշվական 

հավասարումների համակարգի համար ապացուցվել է կոմպոնենտ առ 

կոմպոնենտ դրական լուծման գոյությունը 1\ տարածությունում:

• Համաճարակի աշխարհագրական տարածման մաթեմատիկական 

տեսությունում ծագող ոչ գծային դիսկրետ համակարգի համար 

ապացուցվել է սահմանափակ հաջորդականությունների դասում գոյության և 

միակության թեորեմներ: ՈՒսումնասիրվել է կառուցված լուծման վարքն ±  

անվերջությունում:
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R E S U M E  

M etaksya A vetisyan
Som e nonlinear integral equations in th e  th eory  o f p-adic

strings

The thesis work is devoted to the study of some nonlinear integral equations 

and their discrete analogous arising in the p-adic theory of open-closed strings. 

These equations also arise in the mathematical theory of geographical (spatial- 

tem poral) spread of epidemics.

One of the im portant features of the equations under consideration are the 

unboundedness of the corresponding regions, the non-compactness and critical­

ity of the operators describing these equations (the existence of trivial vacuum 

solutions).

Combination of special iteration methods with the theory of convolution type 

integral equations existance and uniqueness theorems are proved and the asymp­

totic behavior of the obtained solutions is studied.

The basic results obtained in thesis are the following:

• A nontrivial continuous bounded solution for a system of integral equations 

with power nonlinearity on the semi axis is constructed.

• One parametric family of nontrivial continuous bounded solutions for a sys­

tem of integral equations with power nonlinearity on the whole axis is proved. 

A number of basic properties of the constructed solutions are described, in­

cluding monotonicity and the existence of a solution at infinity.

• In the class of odd bounded monotone functions, the uniqueness of the solu­

tion of the system of nonlinear integral equations is proved.

• The existence of a nontrivial bounded solution for a nonlinear integral equa­

tion on Rn with a kernel dependent on the sum and difference of arguments 

is proved.

23



• For a some class of nonlinear multidimensional convolution type integral 

equations, the existence of an n-parametric family of nontrivial continuous 

and bounded solutions is proved. The integral asymptotics is studied. A list 

of examples of the considered equations representing applied interest are 

given.

• For a class of infinite nonlinear systems of algebraic equations with Toeplitz- 

Hankel matrices, the existence of a component by component positive solu­

tion in the space h  is proved.

• For a class of discrete nonlinear equations, arising in the mathematical theory 

of the spatial temporal spread of the epidemic, the existence and uniqueness 

theorems in the space of bounded sequences are proved. The asymptotic 

behavior of the constructed solutions at infinity is studied.
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